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摘要：本文简述二次ＷａｒｉｎｇＧｏｌｄｂａｃｈ问题的最新进展，具体内容包括：ＷａｒｉｎｇＧｏｌｄｂａｃｈ问题，圆法，具有五个几乎相
等变量的华罗庚定理，扩张主区间，四个素数平方之和的主区间，Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ多项式的均值定理，四个素数平方之和的
余区间与例外集，素变数三角和的新估计，四个素数平方之和与筛法，殆素数变量的 Ｌａｇｒａｎｇｅ定理，ＬｉｎｎｉｋＧａｌｌａｇｈｅｒ
问题，再论具有五个几乎相等变量的华罗庚定理，三个殆素数的平方和，Ｓａｒｎａｋ猜想与三元二次型．
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１ ＷａｒｉｎｇＧｏｌｄｂａｃｈ问题

ＷａｒｉｎｇＧｏｌｄｂａｃｈ问题旨在研究将满足必要条件的正整数 ｎ表为素数方幂之和的可能性，即
ｎ＝ｐｋ１＋… ＋ｐ

ｋ
ｓ， （１．１）

这里的 ｋ是事先给定的正整数，而 ｓ＝ｓ（ｋ）依赖于 ｋ．堆垒素数论的经典定理［７２，２８］指出，对于每个 ｋ都存在
充分大的 ｓ，使得（１．１）可解．但是对于固定的 ｋ，我们希望 ｓ＝ｓ（ｋ）尽可能地小．著名的Ｇｏｌｄｂａｃｈ猜想只
是线性的ＷａｒｉｎｇＧｏｌｄｂａｃｈ问题．本文介绍二次ＷａｒｉｎｇＧｏｌｄｂａｃｈ问题及其最新进展；关于Ｇｏｌｄｂａｃｈ猜想，请
参看潘承洞和潘承彪［５９］以及本文作者的综述文章［５１］；关于三次以上的 ＷａｒｉｎｇＧｏｌｄｂａｃｈ问题，请参看
Ｋｕｍｃｈｅｖ和Ｔｏｌｅｖ的综述文章［３４］．
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二次ＷａｒｉｎｇＧｏｌｄｂａｃｈ问题的研究始于华罗庚１９３８年的经典论文［２６］．设Λ（ｎ）是ｖｏｎＭａｎｇｏｌｄｔ函数，定
义

Ｒｓ（ｎ）＝ ∑
ｎ＝ｎ２１＋…＋ｎ

２
ｓ

Λ（ｎ１）…Λ（ｎｓ）． （１．２）

这个 Ｒｓ（ｎ）就是 ｎ表示为ｓ个素数平方之和的加权表法个数．应用Ｈａｒｄｙ和Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ提出的圆法，可以猜
测 Ｒｓ（ｎ）的阶．一个非常乐观的猜想指出，若 ｓ≥３，则

Ｒｓ（ｎ）＝ＣＳｓ（ｎ）ｎｓ?２－１＋Ｏ
ｎｓ?２－１

ｌｏｇＡ( )ｎ， （１．３）

这里 Ｃ＝Ｃ（ｓ）＞０是绝对常数，Ｓｓ（ｎ）是奇异级数，而 Ａ＞０是常数．对固定的 ｓ≥４，都可以定出关于 ｎ
的同余条件，使得在这些同余条件下Ｓｓ（ｎ）１，从而（１．３）指出

Ｒｓ（ｎ） ｎｓ?２－１， （１．４）
进而方程（１．１）当 ｋ＝２时有解．华罗庚［２６］证明了，当 ｓ＝５时（１．３）成立，当 ｓ＝３时（１．３）对几乎所有的
ｎ成立；他还研究了Ｓｓ（ｎ）的性质，得到了相应的必要同余条件．以下是华罗庚的经典定理．
定理 １．１ （１）若 ｎ充分大且满足

ｎ≡５（ｍｏｄ２４）， （１．５）
则 ｎ可以表示为五个素数的平方之和，

ｎ＝ｐ２１＋… ＋ｐ２５． （１．６）
（２）几乎所有满足

ｎ≡３（ｍｏｄ２４），５ ｎ （１．７）
的 ｎ都可以表示为三个素数的平方之和，

ｎ＝ｐ２１＋ｐ２２＋ｐ２３． （１．８）
从定理１．１（２）可以推出
推论 １．２ 几乎所有满足

ｎ≡４（ｍｏｄ２４） （１．９）
的 ｎ都可以表示为四个素数的平方之和

ｎ＝ｐ２１＋… ＋ｐ２４． （１．１０）
著名的Ｌａｇｒａｎｇｅ定理指出，每个正整数都可以表示为四个整数的平方之和．定理１．１和推论１．２可以和

Ｌａｇｒａｎｇｅ定理相比较．特别地，可以提出如下猜想．
猜想 １．３ 对所有满足必要条件（１．９）的充分大的 ｎ，表示式（１．１０）都成立．
这个猜想比三个素数平方之和的相应猜想要弱，但是仍然比偶数的 Ｇｏｌｄｂａｃｈ猜想强．为了看出后半句

的断言合理，我们回忆Ｒｉｅｇｅｒ定理［６３］．
定理 １．４ 若 ｆ能表示为ｆ＝ｐ２１＋ｐ２２，则

∑
ｆ≤ｘ
１～π２

ｘ
ｌｏｇ２ｘ．

（１．１１）

Ｒｉｅｇｅｒ定理１．４指出，序列｛ｆ：ｆ＝ｐ２１＋ｐ２２｝的密度低于素数序列的密度．猜想１．３相当于加法问题

ｎ＝ｆ１＋ｆ２，
故其难度大于偶数的Ｇｏｌｄｂａｃｈ猜想．有鉴于此，猜想１．３引起了很大关注，在此方向上的研究也取得了很多
进展，而且这里产生的新思想也被广泛地应用于其他加法问题．

２ 圆法

圆法是用来解决众多数论问题的一个强有力的思想，而不是一个一成不变的方法．其出发点是将定义
在整数集合上的Ｄｉｒａｃ函数δ（ｎ）表示为加法特征；这是一个天才的思想．

取定一个大实数 Ｑ．设 ａ′?ｑ′＜ａ?ｑ＜ａ″?ｑ″是三个相邻的Ｆａｒｅｙ分数，其分母都≤ Ｑ．定义
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Ｍ ａ( )ｑ ＝ ａ＋ａ′
ｑ＋ｑ′，

ａ＋ａ″
ｑ＋ｑ( ]″ ．

所以（０，１］就是这些Ｍ（ａ?ｑ）的非交并

（０，１］＝∪
ｑ≤Ｑ
∪
ａｍｏｄｑ

Ｍ ａ( )ｑ ，
Ｈａｒｄｙ和Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ［１８］考虑了恒等式

δ（ｎ）＝∑
ｑ≤Ｑ
∑
ａｍｏｄｑ



∫Ｍ（ａ?ｑ）
ｅ（ｎα）ｄα， （２．１）

其中 ｅ（ｘ）＝ｅ２πｉｘ，并由此出发实施圆法．设

Ｓ（α）＝ ∑
槡ｘ＜ｍ≤ｘ

Λ（ｍ）ｅ（ｍ２α）， （２．２）

这里的 ｘ是一个参数；在本节中 ｘ＝槡ｎ．这样，（２．１）指出

Ｒｓ（ｎ）＝∑
ｑ≤Ｑ
∑
ａｍｏｄｑ



∫Ｍ（ａ?ｑ）
Ｓｓ（α）ｅ（ｎα）ｄα． （２．３）

按照圆法的思路估计（２．３），需要取另外一个参数 Ｐ，１≤ Ｐ≤ Ｑ，并将所有Ｍ（ａ?ｑ）按照分母 ｑ的大小分
成两类：第一类１≤ ｑ≤ Ｐ，称为主区间；第二类 Ｐ＜ｑ≤ Ｑ，称为余区间．所有主区间的并记为Ｍ，所有余
区间的并记为ｍ．

Ｒｓ（ｎ）＝∫Ｍ
＋∫{ }

ｍ
Ｓｓ（α）ｅ（－ｎα）ｄα． （２．４）

为了证明定理１．１（１），华罗庚在（２．４）中取

Ｐ＝ｌｏｇＢｎ，Ｑ＝ ｎ
ＰｌｏｇＣｎ

， （２．５）

其中 Ｂ，Ｃ是依赖于Ａ的正常数．因为 Ｐ只是 ｌｏｇｎ的方幂，所以在每个主区间 Ｍ（ａ?ｑ）上可以直接利用
ＳｉｅｇｅｌＷａｌｆｉｓｚ定理，从而得到 Ｓ（α）的渐近公式

Ｓ（α）＝
Ｃ（ｑ，ａ）

φ（ｑ）∑ｍ≤ｘ
ｅ（ｍ２α）＋Ｏ（ｘｌｏｇ－Ａｘ）， （２．６）

其中φ（ｑ）是Ｅｕｌｅｒ函数，而

Ｃ（ｑ，ａ）＝Ｃ（χ
０，ａ），Ｃ（χ，ａ）＝∑

ｑ

ｍ＝１

珔χ（ｈ）ｅ
ａｈ２( )ｑ ， （２．７）

这里χｍｏｄｑ是Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ特征．利用（２．６）和（２．７），容易得到主区间上积分的渐近公式，即

∫Ｍ
Ｓ５（α）ｄα ＝ＣＳ５（ｎ）ｎ３?２＋Ｏ

ｎ３?２

ｌｏｇＡ( )ｎ， （２．８）

这里的 Ｃ＞０是绝对常数．为了估计余区间上的积分，需要华罗庚不等式

∫
１

０
｜Ｓ（α）｜４ｄα ｎｌｏｇｎ （２．９）

和Ｖｉｎｏｇｒａｄｏｖ［７１］关于素变数三角和的估计
ｓｕｐ
α∈ｍ
｜Ｓ（α）｜ ｘｌｏｇ－２Ａｘ． （２．１０）

综合（２．９）和（２．１０），得

∫ｍ
Ｓ５（α）ｄα ｓｕｐ

α∈ｍ
｜Ｓ（α）( )｜∫

１

０
｜Ｓ（α）｜４ｄα ｎ３?２ｌｏｇ－Ａｎ． （２．１１）

最后，结合（２．１１）和（２．８），就证明了（１．３）当 ｓ＝５时成立．
这就是定理１．１（１）的证明概要．定理１．１（２）的证明类似．

３ 具有五个几乎相等变量的华罗庚定理

１９９６年，本文作者［４９］深化了华罗庚的五素数平方定理，证明了定理１．１（１）中的五个素数可以几乎相等．
定理 ３．１ 假设广义Ｒｉｅｍａｎｎ猜想．若ｎ充分大且满足（１．５），则ｎ可以表示为五个几乎相等的素数的平
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方之和

ｎ＝ｐ２１＋… ＋ｐ２５，

｜ｐｊ－ ｎ槡 ?５｜≤ Ｕ
{

，
（３．１）

其中 Ｕ＝ｎ９?２０＋ε．
这里，我们使用广义Ｒｉｅｍａｎｎ猜想是迫不得已．为了看出这一点，我们注意，方程（３．１）的解数 Ｒ５（ｎ，Ｕ）

的阶应该是

Ｒ５（ｎ，Ｕ）

⌒

⌒
Ｕ４

ｎ１?２．
（３．２）

为了应用圆法证明定理３．１，必须证明余区间上的积分的阶低于 Ｕ４ｎ－１?２．现在应用本文作者［４９］的估计，有

Ｓ（α，Ｕ）：＝ ∑
ｎ１＜ｍ≤ｎ２

Λ（ｍ）ｅ（ｍ２α）

Ｕ１＋ε １
ｑ＋

ｎ１?４
Ｕ ＋

ｎ２?３

Ｕ２ ＋
ｑｎ１?２

Ｕ( )３

１?４

， （３．３）

其中 ｎ１ ＝ ｎ槡 ?５－Ｕ，ｎ２ ＝ ｎ槡 ?５＋Ｕ．从而得到

ｓｕｐ
α∈ｍ
｜Ｓ（α，Ｕ）｜ Ｕ１＋εＰ－１?４，

进而，类似于（２．１１）有

∫ｍ
Ｓ５（α，Ｕ）ｄα ｓｕｐ

α∈ｍ
｜Ｓ（α，Ｕ）( )｜∫

１

０
｜Ｓ（α，Ｕ）｜４ｄα

Ｕ１＋ε
Ｐ１?４·Ｕ

２＋ε
Ｕ３＋ε
Ｐ１?４ ．

（３．４）

比较（３．２）和（３．４），现在必须证明
Ｕ３＋ε
Ｐ１?４ 

Ｕ４

ｎ１?２
，

也就是 Ｐ（槡ｎ?Ｕ）４＋ε．注意到 Ｕ的阶必须低于槡ｎ，因此 Ｐ必须取ｎ的某个正方幂．当 ｑ接近Ｐ达到ｎ的某
个正方幂时，ＳｉｅｇｅｌＷａｌｆｉｓｚ定理和（２．６）都不再成立，从而导致主区间上的积分无法计算．为了计算主区间上
的积分，我们利用了广义Ｒｉｅｍａｎｎ猜想，从而 Ｐ可以大到ｎ的方幂．

简言之，假设广义Ｒｉｅｍａｎｎ猜想是因为我们当时不会处理增大了的主区间．
当然，人们可以使用Ｍｏｎｔｇｏｍｅｒｙ和Ｖａｕｇｈａｎ［５８］扩张主区间的办法．这个办法依赖于ＤｅｕｒｉｎｇＨｅｉｌｂｒｏｎｎ现

象［３６］，计算非常繁琐，结果却极不美观．比如，Ｂａｕｅｒ［１］用这个办法证明了可以无条件地将 Ｐ扩大到ｎ的一个
非常小的方幂，从而推出定理３．１对 Ｕ＝ｎ１?２－δ成立，这里的δ是一个小正数，其具体数值难以确定．

４ 扩张主区间

不使用广义Ｒｉｅｍａｎｎ猜想或者ＤｅｕｒｉｎｇＨｅｉｌｂｒｏｎｎ现象处理增大了的主区间就成为了我们后续工作的主
题．这个计划的首次实现是在本文作者的［５０］中．

定理 ４．１ 不用广义Ｒｉｅｍａｎｎ猜想，定理３．１中的 Ｕ可以取为ｎ１２?２５＋ε．
我们的基本思路是：当 ｑ大到ｎ的方幂时，虽然对单个的 ｑ公式（２．６）不成立，但是通过对 ｑ求和，公式

（２．６）平均起来是可能成立的．这个对 ｑ的求和来自（２．３）．上述思路的精神与 ＢｏｍｂｉｅｒｉＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ定理相
仿．

为此，命α ＝ａ?ｑ＋λ，并把 Ｓ（α，Ｕ）表示成
Ｓ（α，Ｕ）＝Ｓ１＋Ｓ２＋Ｅ， （４．１）

其中

Ｓ１ ＝
Ｃ（ｑ，ａ）
２φ（ｑ）∫

ｎ２２

ｎ２１
ｖ－１?２ｅ（λｖ）ｄλ，
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Ｓ２ ＝－
１

２φ（ｑ）∑χｍｏｄｑ
Ｃ（χ，ａ）∑

｜γ｜≤Ｔ∫
ｎ２２

ｎ２１
ｖρ?２－１ｅ（λｖ）ｄλ，

而 Ｅ是一个不复杂的余项．这里的 Ｃ（χ，ａ）由（２．７）定义，ρ ＝β＋ｉγ表示Ｌ（ｓ，χ）的非显然零点，而 Ｔ是
依赖于 ｎ和Ｕ的参数．这样，主区间的积分可以写成

∫Ｍ
Ｓ５（α，Ｕ）ｄα ＝Ｉ０＋… ＋Ｉ５＋ｏ（Ｕ４ｎ－１?２），

其中

Ｉｊ＝∫Ｍ
Ｓｊ１Ｓ５－ｊ２ ｄα．

容易证明 Ｉ０产生圆法的主项；剩下是要验证 Ｉ１，…，Ｉ５都产生余项．
以 Ｉ５的估计为例．对ψｊｍｏｄｑ，定义

Ｂ（ｑ，ψ１，…，ψ５）＝∑
ａｍｏｄｑ

ｅ－ａｎ( )ｑ ∏
５

ｊ＝１
Ｃ（ψｊ，ａ）． （４．２）

展开计算 Ｉ５，得

Ｉ５ ＝－
１
２５∑ｒ１≤Ｐ

…∑
ｒ５≤Ｐ
∑
χ１ｍｏｄｒ１


… ∑
χ５ｍｏｄｒ５



∑
｜γ１｜≤Ｔ

…∑
｜γ５｜≤Ｔ

×

∫Ｄ
ｖρ１?２－１１ …ｖρ４?２－１４ （ｎ－ｖ１－… －ｖ４）ρ５?２－１ｄｖ１…ｄｖ４×

∑
ｑ≤Ｐ
ｒｊ｜ｑ

１
φ
５（ｑ）Ｂ

（ｑ，χ１χ
０，…，χ５χ

０）， （４．３）

其中 Ｄ是某个区域，χｊｍｏｄｒｊ，而χ
０ｍｏｄｑ是主特征．下面引理提供了关键的节约．

引理 ４．２ 设 ｒ０ ＝［ｒ１，…，ｒ５］．则

∑
ｑ≤Ｐ
ｒ０｜ｑ

１
φ
５（ｑ）Ｂ

（ｑ，χ１χ
０，…，χ５χ

０） ｒ－３?２＋ε０ ｌｏｇ５０Ｐ．

用一阶和二阶导数检验法估计（４．３）里面的积分，再用引理４．２估计（４．３）最后的和式，并注意到
ｒ０≥ ｒ１?４１…ｒ１?４４， （４．４）

得

Ｉ５
Ｕ４

ｎ１?２ ∑ｒ≤Ｐｒ
－３?８＋ε∑

χｍｏｄｒ



∑
｜γ｜≤Ｔ
ｎ（β－１）{ }?２ ４

ｌｏｇ６１ｎ． （４．５）

上式花括号中的和式可以用大筛法型的零点密度定理来估计，从而当 Ｐ取ｎ的适当方幂时，花括号中的和式

 ｌｏｇ－Ａｎ，这里的 Ａ＞０是任意的常数．进而，
Ｉ５ Ｕ４ｎ－１?２ｌｏｇ－Ａｎ， （４．６）

如所欲证．
分析从（４．３）到（４．６）的论证过程，可以发现（４．５）中的 ｒ－３?８＋ε起着决定性的作用；如果没有 ｒ的这个负

幂，那么无论 Ｐ取ｎ的什么正方幂，（４．５）花括号中的和式都不是可控的．我们注意，（４．５）中的 ｒ－３?８＋ε来自
（４．４）和引理４．２的ｒ－３?２＋ε０ ．因此，只要能改进引理４．２的３?２，或者能找到比（４．４）更有效的方法，就能最终改
进定理４．１．

定理４．１是有效利用了 ｒ０的负方次，从而首次不用广义Ｒｉｅｍａｎｎ猜想或ＤｅｕｒｉｎｇＨｅｉｌｂｒｏｎｎ现象扩大了主
区间．这个思路有着深刻的意义，且在很多堆垒素数论的问题中有实质性的应用．定理４．１的证明表明，只
要 ｒ０的方次是负的，就可以使用上述思想扩大主区间，且避免使用ＤｅｕｒｉｎｇＨｅｉｌｂｒｏｎｎ现象．假设我们有一个
加法问题

ｎ＝ｐν１１ ＋… ＋ｐνｓｓ， （４．７）
其中次数ν１，…，νｓ可以是任意给定的正整数，未必是二次．容易证明，对该加法问题有

∑
ｑ≤Ｐ
ｒ０｜ｑ

１
φ
ｓ（ｑ）Ｂ

（ｑ，χ１χ
０，…，χｓχ

０） ｒ－ｓ?２＋１０ ｌｏｇｃＰ． （４．８）
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这个结果可以和引理４．２相比较．我们指出，估计式（４．８）的上界仅依赖于加法问题（４．７）的变量个数 ｓ，而
与方程的次数ν１，…，νｓ无关．

从（４．８）看出，只要 ｓ≥３，公式（４．８）右端 ｒ０的指数就是负的，从而以上方法有效．有趣的是，以上方法
正好不能应用于偶数的Ｇｏｌｄｂａｃｈ猜想．

５ 四个素数的平方之和：主区间

有了 §４扩展主区间的方法，就可以改进华罗庚的四素数平方定理，即推论１．２．
定理 ５．１ 设 Ｎ是大实数，

Ｐ＝Ｎ１?５－ε， （５．１）
而Ｍ由（２．４）中定义，则对 Ｎ?２＜ｎ≤ Ｎ有

∫Ｍ
Ｓ４（α）ｅ（－ｎα）ｄα ＝π

２

１６Ｓ４（ｎ）ｎ＋Ｏ
Ｎ
ｌｏｇＡ( )Ｎ ． （５．２）

１９９９年，廖明哲和本文作者［４３］将 §３的方法用于四素数平方问题，证明了定理５．１对 Ｐ＝Ｎ１?２５成立．
２０００年，廖明哲和本文作者之一［４１］进一步将 Ｐ推进为Ｐ＝Ｎ１３?１５＋ε．目前最大的主区间是定理 ５．１中的
（５．１），这是本文作者之一［４０］在２００３年得到的．

文［４０］引进了一个迭代方法处理主区间上的积分，从哲学上说，这个方法相当于避免了（４．４）形式的浪
费．这个迭代方法将在下文叙述．

现在令

ｘ＝槡Ｎ．

若 ｑ≤ Ｐ且槡ｘ＜ｐ≤ ｘ，则（ｑ，ｐ）＝１．因此 Ｓ（α）可以变形为

Ｓ ａｑ＋( )λ ＝
Ｃ（ｑ，ａ）

φ（ｑ）
Ｖ（λ）＋

１
φ（ｑ）∑χｍｏｄｑ

Ｃ（χ，ａ）Ｗ（χ，λ），

其中 Ｃ（χ，ａ）由（２．７）定义，而

Ｖ（λ）＝ ∑
槡ｘ＜ｍ≤ｘ

ｅ（ｍ２λ），Ｗ（χ，λ）＝ ∑
槡ｘ＜ｍ≤ｘ

（ｌｏｇｐ）χ（ｐ）ｅ（ｐ
２
λ）－δχＶ（λ）．

这里δχ 是主特征的特征函数．从而

∫Ｍ
Ｓ４（α）ｅ（－ｎα）ｄα ＝Ｉ０＋… ＋Ｉ４， （５．３）

其中

Ｉｊ＝∑
ｑ≤Ｐ

１
φ
４（ｑ）∑ａｍｏｄｑ

Ｃ４－ｊ（ｑ，ａ）ｅ－ａｎ( )ｑ ×

∫Ｍ（ａ?ｑ）
Ｖ４－ｊ（λ）∑

χｍｏｄｑ
Ｃ（χ，ａ）Ｗ（χ，λ{ }） ｊ

ｅ（－ｎλ）ｄλ．

同样可以证明 Ｉ０给出主项，剩下是要证明 Ｉ１，…，Ｉ４给出余项．
我们以 Ｉ４为例．像在（４．２）那样可以类似定义 Ｂ（ｑ，ψ１，…，ψ４），有

｜Ｉ４｜＝ ∑
ｑ≤Ｐ

１
φ
４（ｑ）∑

χ１ｍｏｄｑ
…∑
χ４ｍｏｄｑ

Ｂ（ｎ，ｑ，χ１，…，χ４）×∫Ｍ（ａ?ｑ）
Ｗ（χ１，λ）…Ｗ（χ４，λ）ｅ（－ｎλ）ｄλ ≤

∑
ｒ１≤Ｐ
…∑
ｒ４≤Ｐ
∑
χ１ｍｏｄｒ１


… ∑
χ４ｍｏｄｒ４



∑
ｑ≤Ｐ
ｒ０｜ｑ

｜Ｂ（ｑ，χ１χ
０，…，χ４χ

０）｜

φ
４（ｑ）

×

∫
１?ｑＱ

－１?ｑＱ
｜Ｗ（χ１χ

０，λ）｜… ｜Ｗ（χ４χ
０，λ）｜ｄλ，

其中χ
０是模 ｑ的主特征，ｒ０ ＝［ｒ１，…，ｒ４］．可以证明当α属于主区间时Ｗ（χｊχ

０，λ）＝Ｗ（χｊ，λ），因此

｜Ｉ４｜≤∑
ｒ１≤Ｐ
…∑
ｒ４≤Ｐ
∑
χ１ｍｏｄｒ１


… ∑
χ４ｍｏｄｒ４



∫
１?ｒ０Ｑ

－１?ｒ０Ｑ
｜Ｗ（χ１，λ）｜… ｜Ｗ（χ４，λ）｜ｄλ×
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∑
ｑ≤Ｐ
ｒ０｜ｑ

｜Ｂ（ｎ，ｑ，χ１χ
０，…，χ４χ

０）｜

φ
４（ｑ）

．

像引理４．２一样，可以证明上式中关于 ｑ的和

 ｒ－１＋ε０ ｌｏｇ１７Ｎ， （５．４）
从而

｜Ｉ４｜ ｌｏｇ１７ｘ∑
ｒ１≤Ｐ
…∑
ｒ４≤Ｐ
ｒ－１＋ε０ ∑

χ１ｍｏｄｒ１


… ∑
χ４ｍｏｄｒ４


×

∫
１?ｒ０Ｑ

－１?ｒ０Ｑ
｜Ｗ（χ１，λ）｜… ｜Ｗ（χ４，λ）｜ｄλ． （５．５）

公式（５．４）中的 ｒ－１＋ε０ 相当于引理４．２里的 ｒ－３?２＋ε０ ．所谓迭代法的要点就是要充分利用这个 ｒ－１＋ε０ ，而不是像

（４．４）那样浪费了 ｒ０的方次．
在（５．５）最后的积分中，提出 ｜Ｗ（χ１，λ）｜和 ｜Ｗ（χ２，λ）｜，然后利用Ｃａｕｃｈｙ不等式，得

｜Ｉ４｜ ｌｏｇ１７ｘ∑
ｒ１≤Ｐ
∑
χ１ｍｏｄｒ１

 ｍａｘ
｜λ｜≤１?ｒ１Ｑ

｜Ｗ（χ１，λ）｜×

∑
ｒ２≤Ｐ
∑
χ２ｍｏｄｒ２

 ｍａｘ
｜λ｜≤１?ｒ２Ｑ

｜Ｗ（χ２，λ）｜×

∑
ｒ３≤Ｐ
∑
χ３ｍｏｄｒ３

∫
１?ｒ３Ｑ

－１?ｒ３Ｑ
｜Ｗ（χ３，λ）｜

２ｄ( )λ １?２

×

∑
ｒ４≤Ｐ
ｒ－１＋ε０ ∑

χ４ｍｏｄｒ４

∫
１?ｒ４Ｑ

－１?ｒ４Ｑ
｜Ｗ（ｒ４，λ）｜２ｄ( )λ １?２

． （５．６）

定义

Ｊ（ｇ）＝∑
ｒ≤Ｐ
［ｇ，ｒ］－１＋ε∑

χｍｏｄｒ

 ｍａｘ
｜λ｜≤１?ｒＱ

｜Ｗ（χ，λ）｜，

且

Ｋ（ｇ）＝∑
ｒ≤Ｐ
［ｇ，ｒ］－１＋ε∑

χｍｏｄｒ

∫
１?ｒＱ

－１?ｒＱ
｜Ｗ（χ，λ）｜

２ｄ( )λ １?２

．

文［４０］证明了下面结果．
引理 ５．２ （１）若 Ｐ由（５．１）确定，则

Ｊ（ｇ） ｇ－１＋εｘｌｏｇｃｘ，
这里 ｃ＞０是某个常数．若 ｇ＝１，则上述估计可以改进为

Ｊ（１） ｘｌｏｇ－Ａｘ，
此处 Ａ＞０是任意常数．

（２）若 Ｐ由（５．１）确定，则
Ｋ（ｇ） ｇ－１＋εｌｏｇｃｘ，

这里 ｃ＞０是某个常数．
应用引理５．２，我们可以逐个估计（５．６）中关于 ｒ４，…，ｒ１的和式．这个过程就是所谓的迭代．因为 ｒ０ ＝

［ｒ１，ｒ２，ｒ３，ｒ４］＝［［ｒ１，ｒ２，ｒ３］，ｒ４］，所以（５．６）中关于 ｒ４的和式

＝∑
ｒ４≤Ｐ
［［ｒ１，ｒ２，ｒ３］，ｒ４］－１＋ε ∑

χ４ｍｏｄｒ４

∫
１?ｒ４Ｑ

－１?ｒ４Ｑ
｜Ｗ（χ４，λ）｜

２ｄ( )λ １?２

＝

Ｋ（［ｒ１，ｒ２，ｒ３］）［ｒ１，ｒ２，ｒ３］－１＋εｌｏｇｃｘ．
再次利用引理５．２（２），上面的量对（５．６）中关于 ｒ３的和式的贡献为

 ｌｏｇｃｘ∑
ｒ３≤Ｐ
［ｒ１，ｒ２，ｒ３］－１＋ε ∑

χ３ｍｏｄｒ３

∫
１?ｒ３Ｑ

－１?ｒ３Ｑ
｜Ｗ（χ３，λ）｜

２ｄ( )λ １?２

＝

Ｋ（［ｒ１，ｒ２］）ｌｏｇｃｘ［ｒ１，ｒ２］－１＋εｌｏｇｃｘ，

而后者对（５．６）中关于 ｒ２的和式的贡献为
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 ｌｏｇｃｘ∑
ｒ２≤Ｐ
［ｒ１，ｒ２］－１＋ε ∑

χ２ｍｏｄｒ２

 ｍａｘ
｜λ｜≤１?ｒ２Ｑ

｜Ｗ（χ２，λ）｜＝

Ｊ（ｒ１）ｌｏｇｃｘ ｒ－１＋ε１ ｘｌｏｇｃｘ，
这里我们用到引理５．２（１）．上式代入（５．６）并利用应用引理５．２（１），得

｜Ｉ４｜ ｘｌｏｇｃｘ∑
ｒ１≤Ｐ
ｒ－１＋ε１ ∑

χ１ｍｏｄｒ１

 ｍａｘ
｜λ｜≤１?ｒ１Ｑ

｜Ｗ（χ１，λ）｜＝

ｘＪ（１）ｌｏｇｃｘ ｘ２ｌｏｇ－Ａｘ． （５．７）

注意 ｘ＝槡Ｎ，这就证明了定理５．１．
在以上论证中，ｒ０的 －１次方从头至尾都被保留了下来，而这正是迭代法的有力之处．

６ Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ多项式的均值定理

证明引理５．２的要点是下述Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ多项式的均值定理，引理６．１．
设 Ｘ２?５ ＜Ｙ≤ Ｘ，而 Ｍ１，…，Ｍ１０是正整数且满足

２－１０Ｙ≤ Ｍ１…Ｍ１０ ＜Ｘ，２Ｍ６，…，２Ｍ１０≤ Ｘ１?５．
对于 ｊ＝１，…，１０定义

ａｊ（ｍ）＝
ｌｏｇｍ 若 ｊ＝１，
１ 若 ｊ＝２，…，５，

μ（ｍ） 若 ｊ＝６，…，１０
{

，

这里的μ（ｎ）是 Ｍ̈ｏｂｉｕｓ函数．定义

ｆｊ（ｓ，χ）＝∑
ｍ～Ｍｊ

ａｊ（ｍ）χ（ｍ）
ｍｓ

以及

Ｆ（ｓ，χ）＝ｆ１（ｓ，χ）…ｆ１０（ｓ，χ），
其中χｍｏｄｑ是Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ特征，而 ｓ是复变量．下面关于 Ｆ（ｓ，χ）的均值定理是在［４０］中建立的，其详细证
明亦见［５４］．

引理 ６．１ 若１≤ Ｒ≤ Ｘ２且 Ｔ≥１，则

∑
ｒ～Ｒ
ｄ｜ｒ
∑
χｍｏｄｒ



∫
２Ｔ

Ｔ
Ｆ １
２＋ｉｔ，( )χ ｄｔ

Ｒ２
ｄＴ＋

Ｒ
ｄ１?２Ｔ

１?２Ｘ３?１０＋Ｘ( )１?２ ｌｏｇｃＸ．

引理６．１中的参数 ｄ对于 §５中的迭代方法的实现起着至关重要的作用．当 ｄ＝１时，引理６．１是廖明
哲和本文作者之一［４１］证明的．我们注意，若直接取绝对值，则 ｜Ｆ（１?２＋ｉｔ，χ）｜的平凡上界是Ｏ（Ｘ

１?２ｌｏｇｃＸ），
其中 ｃ＞０是某个常数．从而引理６．１中公式左端的平凡上界是

∑
ｒ～Ｒ
ｄ｜ｒ
∑
χｍｏｄｒ∫

２Ｔ

Ｔ
Ｘ１?２ｌｏｇｃＸｄｔ

Ｒ２
ｄＴＸ

１?２ｌｏｇｃＸ． （６．１）

与（６．１）相比较，引理６．１中公式的右边第一项节约了 Ｘ的幂，第二项节约了 Ｒ，Ｔ和Ｘ的幂，而第三项节约
了 Ｒ和Ｔ的幂．

下面的均值定理是任秀敏［６１］证明的；利用这个这个引理，她得到了素变数三角和的一个新上界估计，见

定理８．１．
引理 ６．２ 设 Ｆ（ｓ，χ）定义如上．若常数β≥１，而２≤ Ｔ≤ Ｘβ，且２≤ ｑ≤ Ｘ

２β，则

∑
χｍｏｄｑ∫

２Ｔ

Ｔ
Ｆ １
２＋ｉｔ，( )χ ｄｔ（ｑＴ）ε｛ｑＴ＋ｑ１?２Ｔ１?２Ｘ３?１０＋Ｘ１?２｝．

７ 四个素数的平方之和：余区间和例外集

设 Ｅ４（Ｎ）表示这样的 ｎ的个数：ｎ≤ Ｎ，且 ｎ满足必要条件（１．９），但是 ｎ不能表示成（１．１０）．则 Ｅ４（Ｎ）
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就是华罗庚的四素数平方定理的例外集合的计数函数．从华罗庚［２６］和Ｓｃｈｗａｒｚ［６５］关于三个素数的平方之和
的例外集的估计可以直接推出

Ｅ４（Ｎ） Ｎｌｏｇ－ＡＮ， （７．１）
其中 Ａ＞０是任意正数；参见下文（１３．１）．２０００年，文［４１］证明了定理５．１对 Ｐ＝Ｎ２?１５－ε成立，并由此推出

Ｅ４（Ｎ） Ｎ１３?１５＋ε． （７．２）
使用文［４１］的 Ｐ＝Ｎ２?１５－ε，Ｗｏｏｌｅｙ［７４］将（７．２）中的１３?１５降低为１３?３０．Ｗｏｏｌｅｙ的节约来自他对余区间的有
效处理．粗略地说，他能够有效地利用加法问题中多余的变量．在目前的问题中，有一个变量是多余的，因为
三个素数的平方和就已经有例外集形式的结果了，见定理１．１（２）．稍后，［４０］得到了目前最大的主区间，见
定理５．１，并将１３?３０推进为２?５．２００４年，Ｗｏｏｌｅｙ，余刚和本文作者之一［４８］证明了下面定理．

定理 ７．１ 我们有 Ｅ４（Ｎ） Ｎ３?８＋ε．
为了说明Ｗｏｏｌｅｙ处理余区间的想法，也为了说明迭代方法如何用于余区间，我们简述定理７．１的证明思

路如下．
设 Ｐ，Ｍ，ｍ由定理５．１定义，而Ｆ（Ｎ）是满足下述条件的自然数 ｎ的集合：Ｎ?２＜ｎ≤ Ｎ，ｎ满足（１．９）

但是不能表示成（１．１０）．记

Ｔ（α）＝ ∑
ｎ∈Ｆ（Ｎ）

ｅ（ｎα），

而且 ｆ（Ｎ）＝｜Ｆ（Ｎ）｜．显然

０＝∫
１

０
Ｓ４（α）Ｔ（－α）ｄα ＝∫Ｍ

＋∫ｍ
． （７．３）

应用定理５．１并对 ｎ∈Ｆ（Ｎ）求和，得

∫Ｍ
Ｓ４（α）Ｔ（－α）ｄα ＝ ∑

ｎ∈Ｆ（Ｎ）∫Ｍ
Ｓ４（α）ｅ（－ｎα）ｄα ｆＮ，

从而（７．３）给出

∫ｍ
Ｓ４（α）Ｔ（－α）ｄα  ｆＮ． （７．４）

下面我们推导（７．４）左端的上界，从而得出 ｆ的上界．我们注意，所有α∈ｍ都可以写成α ＝ａ?ｑ＋λ，
其中 Ｐ＜ｑ≤ Ｑ而 ｜λ｜≤１?ｑＱ．这样，Ｇｈｏｓｈ

［１４］的估计就给出

ｓｕｐ
α∈ｍ
｜Ｓ（α）｜ ｘ１＋ε（Ｐ－１＋ｘ－１?２＋Ｑｘ－２）１?４ Ｎ１?２＋ε（Ｐ－１＋Ｎ－１?４＋ＱＮ－１）１?４ Ｎ１?２＋εＰ－１?４． （７．５）

应用 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式，得

∫ｍ
Ｓ４（α）Ｔ（－α）ｄα Ｎ１＋εＰ－１?４（Ｎ１?２ｆ＋ｆ２）１?２． （７．６）

结合（７．４）与（７．６），有
ｆ Ｎ１?２＋εＰ－１?２．

利用 Ｐ＝Ｎ１?５－ε得ｆ＝ｆ（Ｎ） Ｎ２?５＋ε，从而 Ｅ４（Ｎ） Ｎ２?５＋ε．这就是［４０］的证明概要．
上面论述表明，为了证明定理７．１，我们必须证明更强的不等式

∫ｍ
Ｓ４（α）Ｔ（－α）ｄα Ｎ１５?１６＋ε（Ｎ１?２ｆ＋ｆ２）１?２， （７．７）

仅有（７．６）是不够的．为此，定义ｎｍ，使得在ｎ上Ｇｈｏｓｈ的估计给出 Ｓ（α） Ｎ７?１６＋ε，从而

∫ｎ
Ｓ４（α）Ｔ（－α）ｄα Ｎ１５?１６＋ε（Ｎ１?２ｆ＋ｆ２）１?２． （７．８）

记 ｋ＝ｍ＼ｎ；则有ｍ ＝ｎ∪ ｋ．若能证明

∫ｋ
｜Ｓ（α）｜６ｄα Ｎ１５?８＋ε， （７．９）

则 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式给出

∫ｋ
Ｓ４（α）Ｔ（－α）ｄα Ｎ１５?１６＋ε（Ｎ１?２ｆ＋ｆ２）１?２．

这个估计结合（７．８）就给出（７．７），即定理７．１．
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现在介绍证明（７．９）的思路．［４８］给出了两个办法证明（７．９），这里我们只介绍其中的迭代方法．集合 ｋ
可以剖分为ｋ１∪ｋ２，其中ｋ１上的积分可以直接由Ｋａｗａｄａ和Ｗｏｏｌｅｙ

［３０］的一个引理来处理．ｋ２上的积分可以由

§５介绍的迭代法处理．现在我们有六个变量，所以

∑
ｑ≤Ｐ
ｒ０｜ｑ

１
φ
６（ｑ）｜Ｂ

（ｑ，χ１χ
０，…，χ６χ

０）｜ ｒ－２＋ε０ ｌｏｇ７０Ｐ，

其中 ｒ０和 Ｂ（·）定义与前面类似，但是来自六个变量．我们注意，此时 ｒ０的方次比（５．４）节约更多，而这些多
余的节约正是证明（７．９）的关键．证明细节不再赘述．

８ 素变数三角和的新估计

利用引理 ６．２和 ＨｅａｔｈＢｒｏｗｎ恒等式［２３］，任秀敏［６１］得到了素变数三角和的一个新估计，并将其用于

ＷａｒｉｎｇＧｏｌｄｂａｃｈ问题．
定理 ８．１ 设正整数 ｋ≥１，而α ＝ａ?ｑ＋λ满足１≤ ａ≤ ｑ及（ａ，ｑ）＝１．若

Ｓｋ（α）＝ ∑
槡ｘ＜ｍ≤ｘ

Λ（ｍ）ｅ（ｍｋα），

则有

Ｓｋ（α）（ｑｘ）ε ｘ
１?２ ｑ（｜λ｜ｘｋ＋１槡 ）＋ｘ４?５＋ ｘ

ｑ（｜λ｜ｘｋ＋１槡( )） ． （８．１）

任秀敏［６２］研究了更一般的情形，比如ｋ可以不是整数．定理８．１可以和下面Ｋｕｍｃｈｅｖ［３３］的结果相对照．
这两个定理互不包含，各有优势．

定理 ８．２ 设 ｋ，α如定理８．１，且

１≤ ｑ≤ Ｐ，｜λ｜≤
Ｐ
ｑｘｋ．

若 Ｐ≤ ｘ，则

Ｓｋ（α） Ｐ１?２ｘ１１?２０＋ε ＋
ｑεｘｌｏｇｃｘ

ｑ（｜λ｜ｘｋ＋１槡 ）
． （８．２）

若 ｋ＝１，定理８．１和８．２化归Ｖｉｎｏｇｒａｄｏｖ［７２］的经典结果（亦见Ｖａｕｇｈａｎ［６９］或Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ［８］，§§２４～２５）

Ｓ１（α） ｌｏｇｃ（ｑｘ）
ｘ
ｑ１?２＋ｘ

４?５＋ｘ１?２ｑ( )１?２ ， （８．３）

这个定理此前都是用初等方法证明的．若ｋ≥２，则定理８．１和８．２给出的估计是新的，而且结合Ｇｈｏｓｈ
［１４］或

Ｈａｒｍａｎ［１９］的定理可以推进ＷａｒｉｎｇＧｏｌｄｂａｃｈ问题的很多结果．
现在利用定理８．１或８．２，给出定理７．１的一个新证明．定义Ｍ和ｍ如 §７．主区间Ｍ上的积分可由定

理５．１处理．为了处理余区间，令

Ｐ ＝Ｎ１?４－ε，Ｑ ＝ Ｎ
ＰｌｏｇＢＮ．

则每个α∈ｍ都可以写成α ＝ａ?ｑ＋λ，其中

１≤ ｑ≤ Ｑ，｜λ｜≤
１
ｑＱ．

用ｎ表示ｍ中满足

Ｐ ＜ｑ≤ Ｑ，｜λ｜≤
１
ｑＱ

的那些α构成的子集．则在ｎ上可以应用Ｇｈｏｓｈ的估计，给出
ｓｕｐ
α∈ｎ
｜Ｓ（α）｜ Ｎ７?１６＋ε． （８．４）

设 ｋ是ｎ在ｍ中的补集，则ｍ ＝ｋ∪ｎ．若α∈ ｋ，则或者

Ｐ＜ｑ≤ Ｐ，｜λ｜≤
１
ｑＱ
，
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或者

ｑ≤ Ｐ，
１
ｑＱ＜｜λ｜≤

１
ｑＱ．

无论上述情况哪个发生，都有

Ｎ１?１０－ε ｍｉｎＰ，Ｎ( )槡 Ｑ  ｑ（１＋｜λ｜Ｎ槡 ） Ｐ ＋ ＮＱ槡   Ｎ
１?８＋ε．

从而定理８．１或８．２指出
ｓｕｐ
α∈ｋ
｜Ｓ（α）｜ Ｎ２?５＋ε． （８．５）

结合（８．５）和（８．４）得
ｓｕｐ
α∈ｍ
｜Ｓ（α）｜ Ｎ７?１６＋ε．

定理７．１随之成立．

９ 四个素数的平方之和：筛法的引进

通过将筛法引进定理７．１的论证，Ｈａｒｍａｎ和Ｋｕｍｃｈｅｖ［２１］证明了目前最好的结果．
定理 ９．１ 我们有 Ｅ４（Ｎ） Ｎ５?１４＋ε．
我们注意，定理７．１的指数３?８来自Ｇｈｏｓｈ的估计（７．５）中的 ｘ７?８＋ε．要证明定理９．１必须改进（７．５）中的

ｘ７?８＋ε．这种改进对素变数三角和 Ｓ（α）不易实现；但是若适当地选取ρ（ｍ），这个改进对指数和

Ｈ（α）＝∑
ｍ≤ｘ
ρ（ｍ）ｅ（ｍ

２
α） （９．１）

可以实现．例如Ｈａｒｍａｎ［１９］证明，若ρ（ｍ）满足适当的乘法性质，则
ｓｕｐ
α∈ｍ
｜Ｈ（α）｜ ｘ６?７＋ε． （９．２）

这些乘法性质与筛法相关，相当复杂，故不赘述；和我们姑且称之为性质（），详见［２１］的引理１．
余区间上的积分可以像 §７一样处理．可以证明，对于满足性质（）的ρ（ｍ），主区间的积分

∫Ｍ
Ｓ３（α）Ｈ（α）ｅ（－ｎα）ｄα

可以按照定理５．１的证明方法来估计．最后，从（９．２）推出定理９．１．

１０ 殆素数变量的Ｌａｇｒａｎｇｅ定理

作为对猜想１．３的另一个近似，１９７６年Ｇｒｅａｖｅｓ［１５］证明了下述定理．
定理 １０．１ 每个大整数 ｎ都可以表示为两个整数的平方与两个素数的平方之和，即

ｎ＝ｍ２１＋ｍ２２＋ｐ２１＋ｐ２２． （１０．１）
实际上，Ｇｒｅａｖｅｓ用筛法导出了方程（１０．１）解数的下界．后来Ｓｈｉｅｌｄｓ［６７］，Ｐｌａｋｓｉｎ［６０］和 Ｋｏｖａｌｃｈｉｋ［３２］先后

证明了方程（１０．１）解数的渐近公式；推导解数的渐近公式用到了Ｌｉｎｎｉｋ的方差法（ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｍｅｔｈｏｄ）．
为了介绍方差法思想，假设我们要证明，对于几乎所有的 ｎ∈［１，Ｎ］，都有

ｒ（ｎ）～Ｒ（ｎ）， （１０．２）
这里的 ｒ（ｎ）是我们感兴趣的研究对象，可以是一个与 ｎ有关的方程的解数，例如是方程（１．１０）的解数；
Ｒ（ｎ）是圆法所预料的主项，在方程（１．１０）的情形，应用定理５．１，我们有

Ｒ（ｎ）＝π
２

１６Ｓ４（ｎ）ｎ．

方差法的出发点是

∑
ｎ≤Ｎ
（ｒ（ｎ）－Ｒ（ｎ））２ ＝∑

ｎ≤Ｎ
ｒ２（ｎ）－２∑

ｎ≤Ｎ
ｒ（ｎ）Ｒ（ｎ）＋∑

ｎ≤Ｎ
Ｒ２（ｎ）， （１０．３）

以上诸和式的 ｎ还须满足必要条件（１．９）．公式（１０．３）右边第三项可以简单计算；右边第二项的计算也不复

杂，其难度基本相当于∑ｒ（ｎ）；右边第一项是最复杂的．但是，注意到
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∑
ｎ≤Ｎ
ｒ２（ｎ）＝∑

ｎ≤Ｎ
∑

ｎ＝ｐ２１＋…＋ｐ
２
４

{ }１２
＝ ∑
ｐ２１＋…＋ｐ

２
４＝ｐ

２
５＋…＋ｐ

２
８≤Ｎ

１．

最后的和式是八元素变量方程 ｐ１２＋… ＋ｐ４２ ＝ｐ５２＋… ＋ｐ８２满足 ｐｊ≤槡Ｎ的解数．因为此方程的变量个
数大于５，所以可以利用 §２中的方法得到这个方程解数的渐近公式

∑
ｎ≤Ｎ
ｒ２（ｎ）＝ＣＮ３＋Ｏ（Ｎθ），

其中θ≥２是某个正常数．简单计算得

∑
ｎ≤Ｎ
ｒ（ｎ）Ｒ（ｎ）＝ＣＮ３＋Ｏ（Ｎθ），

以及

∑
ｎ≤Ｎ
Ｒ２（ｎ）＝ＣＮ３＋Ｏ（Ｎθ）．

以上三个估计式代入（１０．３）得

∑
ｎ≤Ｎ
（ｒ（ｎ）－Ｒ（ｎ））２ Ｎθ， （１０．４）

此处回忆以上诸和式的 ｎ还须满足必要条件（１．９）．现在以Ｆ（Ｎ）记区间［１，Ｎ］中满足必要条件（１．９）但不
能表示成（１．１０）的 ｎ的集合，且 ｆ（Ｎ）＝｜Ｆ（Ｎ）｜．若 ｎ∈Ｆ（Ｎ），则 ｒ（ｎ）＝０，从而

∑
ｎ≤Ｎ
（ｒ（ｎ）－Ｒ（ｎ））２≥ ∑

ｎ∈Ｆ（Ｎ）
Ｒ２（ｎ） ｆ（Ｎ）Ｎ２．

此式结合（１０．４），得 ｆ（Ｎ） Ｎθ－２，从而
Ｅ４（Ｎ） Ｎθ－２ｌｏｇＮ． （１０．５）

公式（１０．５）可以与定理７．１等结果比较．
Ｌｉｎｎｉｋ自己相信，他的方差法至少与圆法同样有力［３９］．我们认为，应该更加深入地研究方差法．
１９９４年，Ｂｒüｄｅｒｎ和Ｆｏｕｖｒｙ［６］证明了满足条件（１．９）的 ｎ可以写成四个殆素数的平方之和．值得注意的

是，［６］提出了一个向量筛法，可以同时筛选问题中的四个变量．
定理 １０．２ 每个满足条件（１．９）的大整数 ｎ都可以表示为

ｎ＝ｍ２１＋ｍ２２＋ｍ２３＋ｍ２４， （１０．６）
其中每个 ｍｊ都是Ｐ３４，即最多有３４个素因子．

定理１０．２还依赖于下面的均值定理［６］．这个均值定理给出了均匀分布的水平，为应用向量筛法提供了
基础．

定理 １０．３ 设 ｄ＝（ｄ１，…，ｄ４）表示四维向量，而 Ａｄ表示方程

ｎ＝ｄ２１ｘ２１＋… ＋ｄ２４ｘ２４
的解数．定义

Ａｄ ＝ω
（ｄ）
ｄ１…ｄ４

π
２

１６Ｓ４（ｎ）ｎ＋Ｒ（ｄ），

其中ω（ｄ）是某个算术函数，其具体形式从略．令 Ｄ＝ｎ１?２２－ε，则有

∑
‖ｄ‖≤Ｄ

｜μ（ｄ）｜｜Ｒ（ｄ）｜ ｎ
１－ε．

２００３年，ＨｅａｔｈＢｒｏｗｎ和Ｔｏｌｅｖ［２５］将定理１０．２中的３４推进为２５．他们还证明了这四个变量中有一个可以
取素数，而其它每个 ｍｊ都是Ｐ１０１．

最近，吕广世［５７］不用向量筛法，而是用四维加权筛法［１７，９，１０］得到了下面定理．
定理１０．４ 每个满足条件（１．９）的大整数ｎ都可以表示为（１０．６），使得四个变量的乘积ｍ１…ｍ４是Ｐ５３．
这个结果虽然没有改进单个 ｍｊ作为殆素数的质量，但是改进了四个变量的乘积 ｍ１…ｍ４的质量．
此外，Ｗｏｏｌｅｙ［７４］的下述例外集合形式的结果，可以和以上几个定理比较．
定理 １０．５ 表示式

ｎ＝ｐ２１＋ｐ２２＋ｐ２３＋ｍ２

的例外集合的计数函数是 Ｏ（ｌｏｇ６＋εＮ），这里的 ｍ是整数．
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最近，Ｔｏｌｅｖ［６８］证明了在定理１０．５中可以取 ｍ为Ｐ１１．

１１ ＬｉｎｎｉｋＧａｌｌａｇｈｅｒ问题

１９５１年，Ｌｉｎｎｉｋ［３７，３８］证明了一个几乎Ｇｏｌｄｂａｃｈ定理，即存在一个非负整数ｋ，使得每个大偶数ｎ都可以表
示为

ｎ＝ｐ１＋ｐ２＋２ν１ ＋… ＋２νｋ． （１１．１）
定理的简化证明见Ａ．Ｉ．Ｖｉｎｏｇｒａｄｏｖ［７３］和Ｇａｌｌａｇｈｅｒ［１３］．表达式（１１．１）之所以叫做几乎Ｇｏｌｄｂａｃｈ定理，是因为
序列

｛２ν１ ＋… ＋２νｋ：νｊ≥０｝
非常稀疏．事实上，区间［１，ｘ］中这类整数的个数是Ｏ（ｌｏｇｋｘ）．几乎Ｇｏｌｄｂａｃｈ定理的意义在于，虽然我们目前
还不能证明偶数的Ｇｏｌｄｂａｃｈ猜想，但是可以证明偶数的Ｇｏｌｄｂａｃｈ猜想再贴上一个稀疏的数列后成立．

受Ｌｉｎｎｉｋ几乎Ｇｏｌｄｂａｃｈ定理的启发，作为对猜想１．３的近似，Ｇａｌｌａｇｈｅｒ提出了如下猜想．
猜想 １１．１ 存在常数 ｋ≥０，使得每个大偶数 ｎ都可以表示为四个素数的平方与ｋ个２的方幂之和，

ｎ＝ｐ２１＋ｐ２２＋ｐ２３＋ｐ２４＋２ν１ ＋… ＋２νｋ． （１１．２）
显然，ｋ＝０时猜想１１．１就强化为猜想１．３．１９９９年，廖明哲和本文作者［４３，４４］证明了上述Ｇａｌｌａｇｈｅｒ猜想．
定理 １１．２ 猜想１１．１成立．
下面简述定理１１．２的证明思路．设 Ｐ由（５．１）定义，令

Ｇ（α）＝∑
２ν≤ｎ

ｅ（２να）＝∑
ν≤Ｌ
ｅ（２να），

其中 Ｌ＝ｌｏｇ２ｎ．则（１１．２）的解数 ｒｋ（Ｎ）可以表示为

ｒｋ（Ｎ）＝∫
１

０
Ｓ４（α）Ｇｋ（α）ｅ（－ｎα）ｄα ＝∫Ｍ

＋∫{ }
ｍ
Ｓ４（α）Ｇｋ（α）ｅ（－ｎα）ｄα． （１１．３）

主区间上的积分可以用类似定理５．１的证明方法处理．在余区间上，我们需要 Ｌｉｎｎｉｋ关于 Ｇ（α）的上界估
计［３７，３８］，还需要方程

ｍ＝ｐ２１＋ｐ２２－ｐ２３－ｐ２４，｜ｍ｜≤ ｎ，ｐ２ｊ≤ ｎ． （１１．４）
解数的精确上界．精确上界的意思是说，其阶必须完全正确，不能有一点浪费．这样要求是因为，Ｌｉｎｎｉｋ关于
Ｇ（α）的上界估计只是节约了常数因子，不能节约 ｌｏｇｎ，更不能节约 ｎ的幂．
引理 １１．３ 设 ｍ≠０满足 ｍ≡０（ｍｏｄ２４），并以 ｒ－（ｍ）表示方程（１１．４）的解数．则

ｒ－（ｍ）≤ ｃＳ－（ｍ）π
２

１６
ｎ
ｌｏｇ４ｎ．

这里的 ｃ是可以计算的常数，

Ｓ－（ｍ）＝ ２－ １
２β０－１－

１
２β( )０ ·∏

ｐβ‖ｍ
ｐ≥３
β≥０

１＋１ｐ－
１
ｐβ＋１－

１
ｐβ＋( )２ ，

而β０满足２β０‖ｍ．
这就是定理１１．２的证明思路．
定理１１．２给出了表达式（１１．２）里 ｋ的存在性，ｋ的可允许数值是一个值得关心的问题．２０００年，廖明哲

和本文作者之一［４２］定出了 ｋ＝８３３０是可以允许的．最近，吕广世和本文作者之一［４５］改进了这个数值．
定理 １１．４ 表达式（１１．２）对 ｋ＝１６５成立．
定理１１．４的证明在主区间上用到定理５．１，在余区间上还用到任秀敏的定理８．１，以及 ＨｅａｔｈＢｒｏｗｎ与

Ｐｕｃｈｔａ［２４］关于２的方幂的指数和估计．

１２ 再论具有五个几乎相等变量的华罗庚定理

正如 §§３～４指出的那样，要想推进定理４．１的结果，必须做两件事：第一，在尽可能大的主区间上建
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立积分的渐近公式；第二，改进余区间上素变数三角和的估计．沿着第一个思路，２０００年本文作者［５２］将定理

４．１里面 Ｕ的指数缩小为 １１?２３，２００５年 Ｂａｕｅｒ［２］得到 ２０３?４２５．利用证明定理 ５．１所用的迭代方法，吕广
世［５５，５６］在目前最大的主区间上得到了积分的渐近公式，从而将 Ｕ的指数缩减为１７?３５和１３?２８．

最近，吕广世和本文作者［４６］无条件地证明了定理３．１．
定理 １２．１ 不用广义Ｒｉｅｍａｎｎ猜想，定理３．１也成立．
为了证明定理１２．１，我们［４６］必须同时注重上述主区间和余区间两个方面：在目前最大的主区间上，利

用［５５］的渐近公式；在余区间上，先证明小区间素变数三角和的一个新估计，见下文定理１２．２，然后利用这
个估计处理余区间上的积分．

定理 １２．２ 设 ｋ，α如定理８．１，而实数 ｘ，ｙ满足２≤ ｙ≤ ｘ．定义

Ｓｋ（ｘ，ｙ；α）＝ ∑
ｘ＜ｍ≤ｘ＋ｙ

Λ（ｍ）ｅ（ｍｋα）．

若

ξ ＝｜λ｜ｘ
ｋ＋ｘ２ｙ－２，

则

Ｓｋ（ｘ，ｙ；α）（ｑｘ）ε
ｑ１?２ｙξ

１?２

ｘ１?２
＋ｑ１?２ｘ１?２ξ

１?６＋ｙ１?２ｘ３?１０＋ｘ
４?５

ξ
１?６＋

ｘ
ｑ１?２ξ( )１?２ ．

我们注意，在 ｙ＝ｘ的特殊情形，定理１２．２退化成为定理８．１．定理１２．２的证明依赖于下面引理［４６］．
引理 １２．３ 设 Ｆ（ｓ，χ），β，Ｔ，ｑ同引理６．２．若１≤ Ｈ≤ Ｔ，则

∑
χｍｏｄｑ∫

Ｔ＋Ｈ

Ｔ
Ｆ １
２＋ｉｔ，( )χ ｄｔ（ｑＴ）ε｛ｑ（Ｈ＋Ｔ２?３）＋ｑ１?２（Ｈ＋Ｔ２?３）１?２Ｘ３?１０＋Ｘ１?２｝．

引理１２．３的证明要用到ＤｉｒｉｃｈｌｅｔＬ函数在小区间［Ｔ，Ｔ＋Ｈ］上的四次均值估计．细节从略．

１３ 三个素数的平方之和

以 Ｅ３（Ｎ）记区间［１，Ｎ］中满足条件（１．７）但是不能表示为（１．８）的整数 ｎ的个数．则 Ｅ３（Ｎ）就是定理

１．１（２）的例外集合的计数函数．华罗庚［２６］实际上证明了

Ｅ３（Ｎ） Ｎｌｏｇ－ＡＮ， （１３．１）
其中 Ａ＞０是某个常数．Ｓｃｈｗａｒｚ［６５］证明了（１３．１）里的 Ａ可以取成任意正数．后来，梁敏翔和廖明哲［３５］将此

推进为

Ｅ３（Ｎ） Ｎ１－δ， （１３．２）
这里的δ ＞０是一个很小的常数，其具体数值依赖于 ＤｅｕｒｉｎｇＨｅｉｌｂｒｏｎｎ现象中的常数，而且计算相当繁复．
公式（１３．２）是用ＤｅｕｒｉｎｇＨｅｉｌｂｒｏｎｎ现象解决堆垒素数论问题所能得到的典型结果．２０００年，Ｂａｕｅｒ，廖明哲以
及本文作者之一［３］发展了［５０］中的思想（见 §３），既不用ＤｅｕｒｉｎｇＨｅｉｌｂｒｏｎｎ现象也不用零点密度，而是用均
值定理证明了

Ｅ３（Ｎ） Ｎ７７?８０＋ε． （１３．３）
必须指出，［３］成文在［４１］之前；［４１］及后续文章借鉴和发展了［３］的思想．特别地，本文作者［５３，５４］先后把

７７?８０缩减成４７?５０和１１?１２．最近，任秀敏［６１］和Ｋｕｍｃｈｅｖ［３３］相互独立地证明了更好的结果，他们的证明需要
各自指数和估计的新上界，见定理８．１和８．２．

定理 １３．１ 我们有 Ｅ３（Ｎ） Ｎ７?８＋ε．
Ｈａｒｍａｎ和Ｋｕｍｃｈｅｖ［２１］证明了下面结果，所用方法和证明定理９．１的方法一致．
定理 １３．２ 我们有 Ｅ３（Ｎ） Ｎ６?７＋ε．

１４ 三个殆素数的平方之和

Ｂｌｏｍｅｒ和Ｂｒüｄｅｒｎ［４］研究了表正整数 ｎ为三个殆素数之和的问题，得到如下结果．
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定理 １４．１ 每个满足（１．７）的充分大的 ｎ都可以写成
ｎ＝ｍ２１＋ｍ２２＋ｍ２３，

其中每个 ｍｊ都是Ｐ５２１．
定理的证明思路和定理１０．２很接近，也是用向量筛法和一个类似于定理１０．３的均值定理．但是现在这

个均值定理的证明却与定理１０．３大不相同．定理１０．３的证明是利用Ｋｌｏｏｓｔｅｒｍａｎ的圆法，而这里要用半整权
模形式的理论．细节从略．

值得指出的是，下节定理１５．２的殆素数的质量远高于上面结果．原因之一是，定理１５．２使用的不是半
整权模形式，而是整权模形式，见定理１５．３；而对于整权模形式，相应的特征值问题的估计比半整权模形式
要好．

１５ Ｓａｒｎａｋ猜想与三元二次型

２００６年，Ｓａｒｎａｋ［６４］以及Ｂｏｕｒｇａｉｎ，Ｇａｍｂｕｒｄ，Ｓａｒｎａｋ［５］提出了几个意义深远的纲领性猜想，这些猜想涉及
素数分布的各个方面，并将素数分布的所有问题纳入到一个统一框架中．例如，Ｓａｒｎａｋ猜想包含：Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ算
术级数中的素数定理，Ｈａｒｄｙ和Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ［１８］的 ｋ生素数猜想，Ｖｉｎｏｇｒａｄｏｖ的三素数定理［７０］，Ｇｒｅｅｎ和 Ｔａｏ［１６］

关于素数集合中存在任意长算术级数的著名定理，Ｓｃｈｉｎｚｅｌ假设，以及所有的 ＷａｒｉｎｇＧｏｌｄｂａｃｈ问题．我们相
信，Ｓａｒｎａｋ猜想的研究会成为以后素数分布理论的主流．详细解释Ｓａｒｎａｋ的猜想必将超出本文的范围，因此
我们仅满足于介绍下面的猜想１５．１，它是Ｓａｒｎａｋ猜想的简单推论，其内容与本节中问题相关．

设 ｆ（ｘ）是非确定的三元整二次型，其判别式无平方因子．本节里，ｘ表示向量（ｘ１，ｘ２，ｘ３）．对非零整数

ｔ，定义
Ｖ＝｛ｘ：ｆ（ｘ）＝ｔ｝，

根据Ｓｉｅｇｅｌ公式以及这种 ｆ的特性［７］，有

Ｖ（ＺＺ）：＝｛ｘ∈（ＺＺ：ｆ（ｘ）＝ｔ｝≠ （１５．１）
当且仅当 ｆ（ｘ）＝ｔ（ｍｏｄｄ）对每个 ｄ≥１可解．本节恒假设（１５．１）．

设 ｄ≥２，定义

Ｖ（ＺＺ?ｄＺＺ）＝｛ｘ∈（ＺＺ?ｄＺＺ）３：ｆ（ｘ）≡ ｔ（ｍｏｄｄ）｝， （１５．２）
以及

Ｖ０（ＺＺ?ｄＺＺ）＝｛ｘ∈ Ｖ（ＺＺ?ｄＺＺ）：ｘ１ｘ２ｘ３≡０（ｍｏｄｄ）｝． （１５．３）
一个素数 ｐ被称为坏素数，若此 ｐ使得（１５．２）与（１５．３）相等，

Ｖ０（ＺＺ?ｐＺＺ）＝Ｖ（ＺＺ?ｐＺＺ）． （１５．４）
此时任何 ｘ∈ Ｖ０（ＺＺ）都满足 ｐ｜ｘ１ｘ２ｘ３，从而至少一个 ｘｊ可以被ｐ整除．因此，当计算 Ｖ中的殆素数所含
的素因子个数时，我们不计入这样的坏素数 ｐ．幸好，只可能有有限个坏素数，见下文引理１５．４．

这些坏素数将给出Ｓａｒｎａｋ猜想局部障碍．定义

Ｐ＝｛ｘ∈ Ｖ（ＺＺ）：ｘｊ都是素数｝ Ｖ（ＺＺ）．
若希望集合 Ｐ在Ｖ（ＺＺ）中Ｚａｒｉｓｋｉ稠密，就必须逾越这些局部障碍．Ｚａｒｉｓｋｉ稠密是代数几何中的一个简单概
念，可以参看Ｈａｒｔｓｈｏｒｎｅ［２２，第一章］．

Ｓａｒｎａｋ猜想的一个简单推论如下．
猜想 １５．１ 若没有局部障碍，则 Ｐ在Ｖ（ＺＺ）中Ｚａｒｉｓｋｉ稠密．
若以

ｘ２１＋ｘ２２－７ｘ２１ ＝－５
定义 Ｖ，则此时没有坏素数，因为（１，１，１）是方程的解．从而猜想 １５．１指出，对于这个方程，Ｐ在Ｖ（ＺＺ）中
Ｚａｒｉｓｋｉ稠密．

我们必须区别考虑 ｆ在ＱＱ上是ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ或ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ这两种情况．第一种情形下，ｆ可以参数化，即存在
ｇ＝（ｇ１，ｇ２，ｇ３）其中 ｇｊ是单变量的整多项式，使得对所有 ｙ∈ＺＺ都有 ｇ（ｙ）∈ Ｖ（ＺＺ）．此时可以用标准的
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Ａｂｅｌ型的筛法［１０］寻找殆素数．例如
ｆ（ｘ）＝ｘ２１＋ｘ２２－ｘ２３ ＝０ （１５．５）

就可以参数化．利用这一点，Ｄｉａｍｏｎｄ与Ｈａｌｂｅｒｓｔａｍ［９］证明了（１５．５）有无穷多个解，使得 ｘ１ｘ２ｘ３是 Ｐ１７．当 ｆ
是一般的 ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ二次型时，同样的方法也有效．

Ｓａｒｎａｋ和本文作者之一［４７］处理 ｆ是ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ的情形．此时，ｆ不可以参数化，因此我们利用［５］提出的
非Ａｂｅｌ轨道方法与加权筛法．为了在 Ｖ（ＺＺ）上实施筛法，我们利用 Ｋｉｍ与 Ｓａｒｎａｋ［３１］关于 Ｓｅｌｂｅｒｇ特征值猜
想［６６］的最好上界，还要用到目前最有效的三维加权筛法［１７，９，１０］．

定理 １５．２ 设 ｆ（ｘ）是非确定的ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ三元整二次型，其判别式无平方因子，而 ｔ是非零整数．则
方程 ｆ（ｘ）＝ｔ满足ｘ１ｘ２ｘ３是 Ｐ２６的解集合在 Ｖ中Ｚａｒｉｓｋｉ稠密．假设Ｓｅｌｂｅｒｇ特征值猜想，上述２６可以改进

为２２．
设 ＳＯｆ（ＲＲ）是固定 ｆ的实３×３正交矩阵群．而 Ｋ是ＳＬｆ（ＲＲ）的最大紧子群．设‖·‖是ＲＲ３上的 Ｋ不变

Ｅｕｃｌｉｄ范数．构造一组函数 ＦＴ：［０，∞）３→ＲＲ，满足

０≤ ＦＴ（ｘ）≤１，

０≤ ＦＴ（ｘ）＝１ 若‖ｘ‖≤ Ｔ?ｅ，

０≤ ＦＴ（ｘ）＝０ 若‖ｘ‖≥ Ｔｅ
{

．

设Γ是 ＳＬ２（ＺＺ）的同余子群，λ１是 ＸΓ ＝Γ＼ＨＨ的第一个Ｌａｐｌａｃｅ特征值．设０≤θ ＜１?４满足

λ１（ＸΓ）≥
１
４－θ

２． （１５．６）

则θ ＝７?６４就是目前最好的估计，由Ｋｉｍ与Ｓａｒｎａｋ［３１］得到．Ｓｅｌｂｅｒｇ特征值猜想断言θ＝０．设１≤ ｎ Ｔ３，
定义

ａｎ（Ｔ）＝ ∑
ｘ∈Ｖ（ＺＺ）
ｘ１ｘ２ｘ３＝±ｎ

ＦＴ（ｘ），Ｘ＝∑
ｎ≥１
ａｎ（Ｔ）．

可以证明，当 Ｔ→ ∞时 Ｘ～ｃＴ，其中 ｃ＝ｃ（Ｖ）是常数．
下面定理［４７］给出了均匀分布的水平，是证明定理１５．２的关键．
定理 １５．３ 设 ｆ（ｘ）是非确定的ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ三元整二次型，其判别式无平方因子，而 ｔ是非零整数．若

１≤ ｄ≤ Ｔ，则

∑
ｎ≡０（ｍｏｄｄ）

ａｎ（Ｔ）＝
｜Ｖ０（ＺＺ?ｄＺＺ）｜
｜Ｖ（ＺＺ?ｄＺＺ）｜Ｘ＋Ｏε（ｄ

１＋εＴ１?２＋θ）．

比较上式的主项和余项可以看出，定理１５．３相当强．我们注意，这个定理没有对 ｄ求和，所以它不是
ＢｏｍｂｉｅｒｉＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ型定理．让我们指出，即使对 ｄ求和，也只是相当于在余项里面取θ ＝０，即假设Ｓｅｌｂｅｒｇ
特征值猜想，从而不会带来大的节约．这是因为θ ＝７?６４已经相当接近猜测的θ ＝０．

定理 １５．３的证明要用到强逼近定理［７］，还有 Ｄｕｋｅ，Ｒｕｄｎｉｃｋ和 Ｓａｒｎａｋ［１１］ 的技术，最后用到
ＪａｃｑｕｅｔＬａｎｇｌａｎｄｓ对应［２９］．细节从略．

上文提到，对于固定的 ｆ，只可能有有限个坏素数．下面引理［４７］给出了更加具体的信息．
引理 １５．４ 设 ｆ（ｘ）是三元整二次型，其判别式 Δ无平方因子，而 ｔ是整数，未必非零．设

｜Ｖ（ＺＺ?ｐＺＺ）｜及 ｜Ｖ０（ＺＺ?ｐＺＺ）｜由（１５．２）及（１５．３）定义．若 ｜Ｖ（ＺＺ?ｐＺＺ）｜＝｜Ｖ０（ＺＺ?ｐＺＺ）｜，则 ｐ｜（Δ，ｔ）或
者 ｐ＝２，３，５．也就是说，方程的 ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｔ的坏素数构成

｛２，３，５｝∪｛ｐ：ｐ｜（Δ，ｔ）｝
的子集．

引理的证明并不复杂，主要涉及Ｇａｕｓｓ和的计算．

后记 今年是我们的导师潘承洞院士逝世十周年．潘老师以其对Ｇｏｌｄｂａｃｈ猜想研究的震惊世界的工
作而闻名于世．潘老师的学术观点和著作深深影响了我们．本文介绍的作者自己的工作就是在潘老师这些
影响之下取得的．在潘老师离开我们十周年之际，谨以此文记载我们对他的深切敬仰与怀念．
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８６～９５，１６３．
［３３］ＡＶＫｕｍｃｈｅｖ．ＯｎＷｅｙｌｓｕｍｓｏｖｅｒｐｒｉｍｅｓａｎｄａｌｍｏｓｔｐｒｉｍｅｓ［Ｊ］．ＭｉｃｈｉｇａｎＭａｔｈＪ，２００６，５４：１６８～２４３．
［３４］ＡＶＫｕｍｃｈｅｖ，ＤＩＴｏｌｅｖ．Ａｎｉｎｖｉｔａｔｉｏｎｔｏａｄｄｉｔｉｖｅｐｒｉｍｅｎｕｍｂｅｒｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．ＳｅｒｄｉｃａＭａｔｈＪ，２００５，３１：１～７４．
［３５］ＭＣＬｅｕｎｇ，ＭＣＬｉｕ．Ｏｎｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｑｕａｄｒａｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｎｔｈｒｅｅｐｒｉｍｅｖａｒｉａｂｌｅｓ［Ｊ］．ＭｈＭａｔｈ，１９９３，１１５：１３３～１６９．
［３６］ＹｕＶＬｉｎｎｉｋ．Ｏｎｔｈｅｌｅａｓｔｐｒｉｍｅｉｎａｎａｒｉｔｈｍｅｔｉｃｐｒｏｇｒｅｓｓｉｏｎ［Ｊ］．ＭａｔＳｂＮＳ，１９４４，１５：１３９～１７８；Ⅱ：ＴｈｅＤｅｕｒｉｎｇＨｅｉｌｂｒｏｎｎｐｈｅ

ｎｏｍｅｎｏｎ［Ｊ］．ＭａｔＳｂＮＳ，１９４４，１５：３４７～３６８．
［３７］ＹｕＶＬｉｎｎｉｋ．Ｐｒｉｍｅｎｕｍｂｅｒｓａｎｄｐｏｗｅｒｓｏｆｔｗｏ［Ｊ］．ＴｒｕｄｙＭａｔＩｎｓｔＳｔｅｋｌｏｖ，１９５１，３８：１５１～１６９．

第２期 刘建亚，等：二次ＷａｒｉｎｇＧｏｌｄｂａｃｈ问题 １７



［３８］ＹｕＶＬｉｎｎｉｋ．Ａｄｄｉｔｉｏｎｏｆｐｒｉｍｅｎｕｍｂｅｒｓａｎｄｐｏｗｅｒｓｏｆｏｎｅａｎｄｔｈｅｓａｍｅｎｕｍｂｅｒ［Ｊ］．ＭａｔＳｂＮＳ，１９５３，３２：３～６０．
［３９］ＹｕＶＬｉｎｎｉｋ．Ｔｈｅｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｍｅｔｈｏｄｉｎｂｉｎａｒｙａｄｄｉｔｉｖｅｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．ＡｍｅｒＭａｔｈＳｏｃ，１９６３．
［４０］ＪＹＬｉｕ．ＯｎＬａｇｒａｎｇｅ’ｓｔｈｅｏｒｅｍｗｉｔｈｐｒｉｍｅｖａｒｉａｂｌｅｓ［Ｊ］．ＱｕａｒｔＪＭａｔｈ（Ｏｘｆｏｒｄ），２００３，５４：４５３～４６２．
［４１］ＪＹＬｉｕ，ＭＣＬｉｕ．Ｔｈｅｅｘｃｅｐｔｉｏｎａｌｓｅｔｉｎｔｈｅｆｏｕｒｐｒｉｍｅｓｑｕａｒｅｓｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．ＩｌｌｉｎｏｉｓＪＭａｔｈ，２０００，４４：２７２～２９３．
［４２］ＪＹＬｉｕ，ＭＣＬｉｕ．Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓｏｆｅｖｅｎｉｎｔｅｇｅｒｓａｓｓｑｕａｒｅｓｏｆｐｒｉｍｅｓａｎｄｐｏｗｅｒｓｏｆ２［Ｊ］．ＪＮｕｍｂｅｒＴｈｅｏｒｙ，２０００，８３：２０２～２２５．
［４３］ＪＹＬｉｕ，ＭＣＬｉｕ，ＴＺｈａｎ．Ｓｑｕａｒｅｓｏｆｐｒｉｍｅｓａｎｄｐｏｗｅｒｓｏｆｔｗｏ［Ｊ］．ＭｈＭａｔｈ，１９９９，１２８：２８３～３１３．
［４４］ＪＹＬｉｕ，ＭＣＬｉｕ，ＴＺｈａｎ．Ｓｑｕａｒｅｓｏｆｐｒｉｍｅｓａｎｄｐｏｗｅｒｓｏｆｔｗｏ（Ⅱ）［Ｊ］．ＪＮｕｍｂｅｒＴｈｅｏｒｙ，２００２，９２：９９～１１６．
［４５］ＪＹＬｉｕ，ＧＳＬü．Ｆｏｕｒｓｑｕａｒｅｓｏｆｐｒｉｍｅｓａｎｄ１６５ｐｏｗｅｒｓｏｆ２［Ｊ］．ＡｃｔａＡｒｉｔｈ，２００４，１１４：５５～７０．
［４６］ＪＹＬｉｕ，ＧＳＬü，ＴＺｈａｎ．Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｓｕｍｓｏｖｅｒｐｒｉｍｅｓｉｎｓｈｏｒｔｉｎｔｅｒｖａｌｓ［Ｊ］．ＳｃｉＣｈｉｎａＳｅｒＡ，２００６，４９：６１１～６１９．
［４７］ＪＹＬｉｕ，ＰＳａｒｎａｋ．Ａｌｍｏｓｔｐｒｉｍｅｓｏｎ３ｑｕａｄｒｉｃｓ［Ｊ］．Ｐｒｅｐｒｉｎｔ．
［４８］ＪＹＬｉｕ，ＴＤＷｏｏｌｅｙ，ＧＹｕ．ＴｈｅｑｕａｄｒａｔｉｃＷａｒｉｎｇＧｏｌｄｂａｃｈｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．ＪＮｕｍｂｅｒＴｈｅｏｒｙ，２００４，１０７：２９８～３２１．
［４９］ＪＹＬｉｕ，ＴＺｈａｎ．Ｏｎｓｕｍｓｏｆｆｉｖｅａｌｍｏｓｔｅｑｕａｌｐｒｉｍｅｓｑｕａｒｅｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＡｒｉｔｈ，１９９６，７７：３６９～３８３．
［５０］ＪＹＬｉｕ，ＴＺｈａｎ．Ｓｕｍｓｏｆｆｉｖｅａｌｍｏｓｔｅｑｕａｌｐｒｉｍｅｓｑｕａｒｅｓ（Ⅱ）［Ｊ］．ＳｃｉＣｈｉｎａ，１９９８，４１：７１０～７２２．
［５１］ＪＹＬｉｕ，ＴＺｈａｎ．ＴｈｅＧｏｌｄｂａｃｈＶｉｎｏｇｒａｄｏｖｔｈｅｏｒｅｍ［Ａ］．Ｎｕｍｂｅｒｔｈｅｏｒｙｉｎｐｒｏｇｒｅｓｓ，Ｖｏｌ．２（ＺａｋｏｐａｎｅＫｏｓｃｉｅｌｉｓｋｏ，１９９７）［Ｃ］．Ｂｅｒ

ｌｉｎ：ｄｅＧｒｕｙｔｅｒ，１９９９．１００５～１０２３．
［５２］ＪＹＬｉｕ，ＴＺｈａｎ．Ｈｕａ’ｓｔｈｅｏｒｅｍｏｎｐｒｉｍｅｓｑｕａｒｅｓｉｎｓｈｏｒｔｉｎｔｅｒｖａｌｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＭａｔｈＳｉｎ，２０００，１６：１～２２．
［５３］ＪＹＬｉｕ，ＴＺｈａｎ．Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｉｎｔｅｇｅｒｓｔｈａｔａｒｅｓｕｍｓｏｆｔｈｒｅｅｓｑｕａｒｅｓｏｆｐｒｉｍｅｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＡｒｉｔｈ，２００１，９８：２０７～２２８．
［５４］ＪＹＬｉｕ，ＴＺｈａｎ．ＴｈｅｅｘｃｅｐｔｉｏｎａｌｓｅｔｉｎＨｕａ’ｓｔｈｅｏｒｅｍｆｏｒｔｈｒｅｅｓｑｕａｒｅｓｏｆｐｒｉｍｅｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＭａｔｈＳｉｎ，２００５，２１：３３５～３５０．
［５５］ＧＳＬü．Ｈｕａ’ｓｔｈｅｏｒｅｍｗｉｔｈｆｉｖｅａｌｍｏｓｔｅｑｕａｌｐｒｉｍｅｖａｒｉａｂｌｅｓ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＡｎｎＭａｔｈＳｅｒＢ，２００５，２６：２９１～３０４．
［５６］ＧＳＬü．Ｈｕａ’ｓｔｈｅｏｒｅｍｏｎｆｉｖｅａｌｍｏｓｔｅｑｕａｌｐｒｉｍｅｓｑｕａｒｅｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＭａｔｈＳｉｎ，２００６，２２：９０７～９１６．
［５７］ＧＳＬü．Ｌａｇｒａｎｇｅ’ｓｔｈｅｏｒｅｍｗｉｔｈａｌｍｏｓｔｐｒｉｍｅｖａｒｉａｂｌｅｓ［Ｊ］．ＴｏａｐｐｅａｒｉｎＡｃｔａＭａｔｈＳｉｎ．
［５８］ＨＬＭｏｎｔｇｏｍｅｒｙ，ＲＣＶａｕｇｈａｎ．ＴｈｅｅｘｃｅｐｔｉｏｎａｌｓｅｔｉｎＧｏｌｄｂａｃｈ’ｓｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．ＡｃｔａＡｒｉｔｈ，１９７５，２７：３５３～３７０．
［５９］潘承洞，潘承彪．哥德巴赫猜想［Ｍ］．北京：科学出版社，１９８１；Ｅｎｇｌｉｓｈｅｄｉｔｉｏｎ：ＴｈｅＧｏｌｄｂａｃｈＣｏｎｊｅｃｔｕｒｅ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｓｃｉｅｎｃｅ

Ｐｒｅｓｓ，１９９２．
［６０］ＶＡＰｌａｋｓｉｎ．Ａｎａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｆｏｒｍｕｌａｆｏｒｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆａｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎｆｏｒｐｒｉｍｅｎｕｍｂｅｒｓ［Ｊ］．ＭａｔｈＵＳＳＲＩｚｖ，１９８２，

１８：２７５～３４８．
［６１］ＸＭＲｅｎ．ＯｎｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｓｕｍｓｏｖｅｒｐｒｉｍｅｓａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｉｎＷａｒｉｎｇＧｏｌｄｂａｃｈｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．ＳｃｉＣｈｉｎａ，ＳｅｒＡ，２００５，４８：７８５～７９７．
［６２］ＸＭＲｅｎ．Ｖｉｎｏｇｒａｄｏｖ’ｓｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｓｕｍｏｖｅｒｐｒｉｍｅｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＡｒｉｔｈ，２００６，１２４：２６９～２８５．
［６３］ＧＪＲｉｅｇｅｒ．Ｕ̈ｂｅｒｄｉｅＳｕｍｍｅａｕｓｅｉｎｅｍＱｕａｄｒａｔｕｎｄｅｉｎｅｍＰｒｉｍｚａｈｌｑｕａｄｒａｔ［Ｊ］．ＪＲｅｉｎｅＡｎｇｅｗＭａｔｈ，１９６８，２５１：８９～１００．
［６４］ＰＳａｒｎａｋ．Ｅｑｕｉｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｎｄｐｒｉｍｅｓ．ＴｈｅＲａｄｅｍａｒｃｈｅｒｌｅｃｔｕｒｅｓｅｒｉｅｓ，ａｖａｉｌａｂｌｅｏｎｌｉｎｅ．
［６５］ＷＳｃｈｗａｒｚ．ＺｕｒＤａｒｓｔｅｌｌｕｎｇｖｏｎＺａｈｌｅｎｄｕｒｃｈＳｕｍｍｅｎｖｏｎＰｒｉｍｚａｈｌｐｏｔｅｎｚｅｎⅡ［Ｊ］．ＪＲｉｅｎｅＡｎｇｅｗＭａｔｈ，１９６１，２０６：７８～１１２．
［６６］ＡＳｅｌｂｅｒｇ．ＯｎｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆＦｏｕｒｉｅｒｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｍｏｄｕｌａｒｆｏｒｍｓ［Ｊ］．ＰｒｏｃＳｙｍｐｏｓＰｕｒｅＭａｔｈ，ＡｍｅｒＭａｔｈＳｏｃ，Ｐｒｏｖｉｄｅｎｃｅ，ＲＩ

１９６５，８：１～１５．
［６７］ＰＳｈｉｅｌｄｓ．Ｓｏｍｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆｓｉｅｖｅｍｅｔｈｏｄｓｉｎｎｕｍｂｅｒｔｈｅｏｒｙ［Ｍ］．Ｔｈｅｓｉｓ：ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＷａｌｅｓ，１９７９．
［６８］ＤＩＴｏｌｅｖ．ＯｎｔｈｅｅｘｃｅｐｔｉｏｎａｌｓｅｔｏｆＬａｇｒａｎｇｅ’ｓｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｒｅｅｐｒｉｍｅａｎｄｏｎｅａｌｍｏｓｔｐｒｉｍｅｖａｒｉａｂｌｅｓ［Ｊ］．ＪＴｈóｒＮｏｍｂｒｅｓＢｏｒ

ｄｅａｕｘ，２００５，１７：９２５～９４８．
［６９］ＲＣＶａｕｇｈａｎ．Ｓｏｍｍｅｓｔｒｉｇｏｎｏｍéｔｒｉｑｕｅｓｓｕｒｌｅｓｎｏｍｂｒｅｓｐｒｉｍｉｅｒｓ［Ｊ］．ＣＲＡｃａｄＳｃｉＰａｒｉｓ，ＳéｒＡ，１９７７，２８５：９８１～９８３．
［７０］ＩＭＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ．Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆａｎｏｄｄｎｕｍｂｅｒａｓｔｈｅｓｕｍｏｆｔｈｒｅｅｐｒｉｍｅｓ［Ｊ］．ＤｏｌｋＡｋａｄＮａｕｋＳＳＳＲ，１９３７，１５：２９１～２９４．
［７１］ＩＭＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ．Ｓｏｍｅｎｅｗｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏｆｐｒｉｍｅｓ［Ｊ］．ＤｏｌｋＡｋａｄＮａｕｋＳＳＳＲ，１９３７，１６：１３１～１３２．
［７２］ＩＭＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ．Ｓｅｌｅｃｔｅｄｗｏｒｋｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，１９８０．
［７３］ＡＩＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ．Ｏｎａｎ“ａｌｍｏｓｔｂｉｎａｒｙ”ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．ＩｚｖＡｋａｄＮａｕｋＳＳＳＲ，ＳｅｒＭａｔ，１９５６，２０：７１３～７５０．
［７４］ＴＤＷｏｏｌｅｙ．Ｓｌｉｍｅｘｃｅｐｔｉｏｎａｌｓｅｔｓｆｏｒｓｕｍｓｏｆｆｏｕｒｓｑｕａｒｅｓ［Ｊ］．ＰｒｏｃＬｏｎｄｏｎＭａｔｈＳｏｃ，２００２，８５（３）：１～２１．
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